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Индуктивность и электродинамические силы  
в круговых витках с параллельными осями

ЦИЦИКЯН Г.Н., АНТИПОВ М.Ю.
Филиал «ЦНИИ СЭТ», КГНЦ, Санкт-Петербург, Россия

При беспроводном способе передачи электрической энергии на автономные объекты может воз-
никнуть необходимость в применении соединительных устройств с индуктивно-связанными кон-
структивными элементами. При выборе таких устройств должна быть проведена оценка их эф-
фективности с учётом технологических и конструктивных особенностей исполнения. В статье 
рассмотрены выражения для взаимной индуктивности и электродинамических сил при параллельном 
смещении сопрягаемых витков и дисковых катушек. Получены упрощенные выражения для производ-
ной от коэффициентов индуктивности по координате, характеризующие параллельное смещение 
контуров. Выражения позволяют оценить влияние параллельного смещения контуров на электроди-
намические силы взаимодействия. Проверка полученных выражений осуществляется на основе чис-
ленных сопоставлений с точным решением. На этой основе установлен предельный уровень сходимо-
сти результатов.

К л ю ч е в ы е  с л о в а: взаимные индуктивности, витки и катушки с параллельными осями,  
электродинамические силы

В работах [1–8] отмечалось важное прикладное зна-
чение проводимых исследований по оценке взаимной 
индуктивности системы витков, включая многовитко-
вые планарные катушки, при наличии параллельного 
смещения осей в их взаимном расположении. Этому 
вопросу посвящено большое количество публикаций, 
освещающих различные практические приложения, 
связанные с беспроводной передачей электроэнергии, 
а также в других областях, в частности, в области био-
медицинского применения, включая индуктивно-свя-
занные устройства, вживляемые в органы с учётом 
отклонения осей [1–3]. Индуктивная связь использует-
ся и в других практических приложениях (при обна-
ружении дефектов в мощном фидере постоянного тока 
с применением анализатора как инструмента тестиро-
вания) [9]. 

В работе [4] дано выражение для коэффициентов 
взаимной индуктивности круговых контуров и соле-
ноидов, расположенных в параллельных плоскостях с 
обобщением для контуров с параллельными осями, а в 
[5] построены кривые взаимной индуктивности диско-
вых катушек с обобщением на случай параллельного 
смещения осей. В [6] приведены формулы для индук-
тивностей прямоугольных планарных спиральных ка-
тушек, а в [7] моделируется взаимодействие восьмиу-
гольных планарных катушек с магнитопроводом и без 
него. В [8] построены графики для взаимной индук-
тивности соосных планарных катушек с различными 
расстояниями между витками.

 Коэффициент взаимной индукции между двумя 
несоосными круговыми витками радиусов a и b, рас-

положенными в одной плоскости (рис. 1), можно опре-
делить по формуле:
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Для расстояния между элементами круговых конту-
ров R|z = 0 можно записать:
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Записывая далее скалярное произведение 
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, 
для взаимной индуктивности M по выражению (1) бу-
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Вводя обозначения:

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2γ ;  α ;

2β ,

ab ax
x z a b x z a b

bx
x z a b

� �
� � � � � �

�
� � �

        (4)

запишем (3) как



«ЭЛЕКТРИЧЕСТВО» № 1/2023                                                                                                                   53

Индуктивность и электродинамические силы в круговых витках с параллельными осями

� �
� �

� �

2

1

2π
0

21/22 2 2 2
φ 0

2π
1 2 1

1/2
φ 0 1 2 1 22

μ φ
4π

cos φ φ φ
.

1 cos φ φ αcosφ βcosφ

ab
M d

x z a b

d

�

�

� �
� � �

�
�

� �� � � � �� �

�

�
    (5)

в полном соответствии с выражением (5) в [5].
Дальнейшее рассмотрение будем основывать на 

следующих предпосылках:
горизонтальное смещение х достаточно мало; 
величина γ превалирует в знаменателе выражения 

(5) под знаком интеграла в квадратной скобке. 
С учётом сказанного, коэффициент взаимной ин-

дуктивности при γ < 1 может быть записан в виде
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а принимая во внимание разложение 9.03 [10], резуль-
тат интегрирования может быть представлен как

� �
2 2

20

3/2
2 2 2 2

μ π 15
1 γ ,
322

a b
M

a b x z
� �� �� �
� �� � �

            (7)

где γ равно первому из выражений (4).
Для дальнейшего рассмотрения запишем производ-

ную ∂M/∂x:
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Обратим внимание на то, что при z = 0 остаётся 
сила бокового смещения (рис. 1), определяемая в виде
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где i1, i2 – токи в витках.
В качестве примера рассмотрим случай, когда x =  

= b = a/2 (рис. 2). Тогда на основании (9) 
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В случае многовитковых дисковых катушек, оси 
которых смещены относительно друг друга на расстоя-
ние х, а их плоскости – на расстояние z, выражение для 
взаимной индуктивности может быть записано в виде
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Уточнённое выражение для коэффициента взаим-
ной индукции при x = 0 можно записать в виде [5]:

Рис. 1. Два несоосных круговых витка: а и b – радиусы круговых контуров; х – расстояние между центрами; R – расстояние между 
1 2 и dl dl
� �

 
при z = 0; z – расстояние между плоскостями контуров при параллельном смещении одного из контуров относительно другого

Fig. 1. Two misaligned circular turns: а and b are the radii of circuits; х – is the distance between their centers; R – distance between 1 2 и dl dl
� �

 and 1 2 и dl dl
� �

 at  
z = 0; z – is the distance between the planes of the circuits as one of them moves in parallel with respect to the other 
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мической силы между двумя соосными контурами оди-
накового радиуса R, расположенными в параллельных 
плоскостях на расстоянии z:
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где g = 1 + (z2/2R2); Q1
1/2(g) – присоединённая функция 

Лежандра второго рода. 
Формулу (16) можно записать в виде [11]:
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Для случая z/R = 1,0 и, следовательно, Q1
1/2(1,5) =  

= –0,6391 будем иметь
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0,6391
μ μ 0,5716
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�
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против результата –μ0,5166, полученного по прибли-
жённому выражению (15).

Заметим, что строгое выражение для взаимной ин-
дуктивности при параллельном сдвиге осей круговых 
контуров известно и дано в работах [4, 12, 13].

Результаты вычислений (∂M/∂z) по формуле для 
двух соосных контуров одинакового радиуса (16а) и 
формуле (15) для четырёх значений z/R сведены в та-
блицу.  С увеличением отношения z/R разницей можно 
пренебречь.

Как видно, наибольшее расхождение имеет место с 
уменьшением отношения z/R.

Следует отметить, что применение способа бес-
контактной передачи электроэнергии приобретает по-
вышенную актуальность при заряде аккумуляторных 
батарей подводного робота как автономного необитае-
мого подводного аппарата в режиме длительного под-
водного базирования [14]. Описание магнитного поля и 
сил в системе левитации высокоскоростного транспорта 
дано в [15], а электродинамические силы, действующие 
на контур с током в поле соленоида при перемещении 
вдоль оси, рассмотрены в [16]. Вместе с тем, в ряде слу-
чаев проявление индуктивной связи может оказывать и 
негативное воздействие, что хорошо проиллюстрирова-
но на примере, описанном в работе [17].

Выводы. Даны выражения для оценки взаимных 
индуктивностей и электродинамических сил при воз-
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 если x = 0.

Перейдём теперь к определению сил при x = 0 на 
основании формулы (13). Перепишем (13) в виде
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Тогда для производной ∂M/∂z будем иметь:
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Полагая a2 = b2 = R2 и z = R, находим:

0μ 0,5166.
M
a b z Rz

�
� �

� � ��

Для проверки полученного результата прибегнем к 
расчёту по выражению для нахождения электродина-

Рис. 2. Две несоосные дисковые катушки с числом витков N и P, 
радиусами a и b соответственно с расстоянием z между плоскостя-
ми их расположения и расстоянием между осями x

Fig. 2. Two non-coaxial disk coils with N and P turns, the radii of the 
turns are a and b respectively, z is the distance between their planes, x is 
the distance between the axes

z/R ∂M/∂z (формула (15)) ∂M/∂z (формула (16a))

–0,729μ0 –1,0355μ0

1 –0,5166μ0 –0,5716μ0

2 –0,1212μ0 –0,1215μ0

3 –0,0356μ0 –0,03654μ0

1 2



«ЭЛЕКТРИЧЕСТВО» № 1/2023                                                                                                                   55

Индуктивность и электродинамические силы в круговых витках с параллельными осями

никновении эксцентриситетов, в частности, для оцен-
ки сил бокового смещения между контурами, в том 
числе, при совмещенных плоскостях их расположения. 
Полученные оценки могут быть использованы на прак-
тике при осуществлении передачи электроэнергии на 
автономные объекты.
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Inductance and Electrodynamic Forces in Circular Turns  
with Parallel Axes

TSITSIKYAN Georgiy N. (Branch "Central Research Institute of Marine Electrical Engineering and 
Technology", FSUE "Krylovsky State Scientific Center", St. Petersburg, Russia) – Head of the Sector, 
Deputy Head of the NIO-11 Dept., Dr. Sci. (Eng.).

ANTIPOV Mikhail Yu. (Branch "Central Research Institute of Marine Electrical Engineering and 
Technology", FSUE "Krylovsky State Scientific Center", St. Petersburg, Russia) – Leading Engineer of 
the Electric Power Systems Dept.

With a wireless method of transmitting electrical energy to autonomous objects, a need may arise to use 
connecting devices with inductively coupled structural elements. When choosing such devices, their effectiveness 
should be evaluated taking into account the technological and design features of the embodiment. Expressions 
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for mutual inductance and electrodynamic forces with parallel displacement of mating turns and disk coils 
are considered. Simplified expressions for the derivative of the inductance coefficients in the coordinate 
characterizing the parallel displacement of the loops are obtained. By using the obtained expressions, the 
effect of parallel displacement of the loops on the electrodynamic interaction forces can be evaluated. The 
obtained expressions are verified by numerically comparing them with the exact solution. On this basis, the 
maximum level of convergence of the results has been determined.

K e y  w o r d s: mutual inductances, turns and coils with parallel axes, electrodynamic forces
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